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8PY1
^ — 8 -CC�%�KN?[b/	3�}�jb��nLv^N1HJ�X�Xo,Q,1rl� Matsumoto [ [1] nd.��GNL�� G, vla(G) ≤ ⌈∆(G)+1
2 ⌉, }K�W ∆(G) 
8s�℄ vla(G) = ⌈∆(G)+1

2 ⌉ )F{) G 
 ∆(G) + 1 v1�K�i
;UJ� Goddard[2] 
 Poh[3] d.�GN;-� G, L vla(G) ≤ 3; Akiyama[4] d.�GN�;-� G, L vla(G) ≤ 2.X>R;bfsjD,� G(R, D)�hfst\1xL8�
8jf�K�U8 x, y #�)F{) |x−y| ∈ D 1���
����K D �
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 G(D). `s���n�jK Eggleton5Q [5] GV1�KNRe;UL��A�\N0U`s���10U8+�x� (t [6]),"Kz[�%nLvZ^N1aB�h�ML1JQ{%�`s���� [5,7-13] n{%�Wq`s���18Ys�� Dm,k,s = {1, 2, · · · , m}\{k, 2k, · · · , sk}, ?n k, s 
b`s�
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f(n) = i; ?P18As<7},vY�mGNRA1`s t, � f(5t(⌈m
5 ⌉ + 1) + n) = f(n),℄ f 
;U!vY�"KL vla(G(Dm,1,2)) ≤ ⌈m
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 4 R t 4 26 ��# 1 W a4 − a0 ≤ m, ℄ a4 = a3 + 1 = a2 + 2 = a1 + 3 = a0 + 4.Q℄�L 0 ≤ i ≤ 3, g/ ai+1−ai > 1,℄ a0a4, a0a3, a0a2 ∈ E(H), i^ a0a4, a1a4, a2a4 ∈

E(H), m a0, a2, a3, a4 +�;U K1,3, i^ a0, a1, a2, a4 +�;U K1,3, )I�"KF6 1 ����# 2 min{a4 − a0, a5 − a1} > m.r` a4 − a0 ≤ m, ℄KF6 1 /f a4 = a3 + 1 = a2 + 2 = a1 + 3 = a0 + 4, "K
a0a3, a0a4, a1a4 ∈ E(H), ℄ a0a5, a4a5 /∈ E(H). 4*�L a5 − a0 > m, F a5 − a4 = t ≤ 2 i
a5 − a4 > m. W a5 − a4 = t ≤ 2, ℄ a0, a1, a2 AQ a5 #��)I�"KjL a5 − a4 > m, 4* a5 ≥ m + 1 + a4 ≥ m + 5 > 5q, )I�x>L a4 − a0 > m. �� a5 − a1 > m. ℄F6 2 ����# 3 m = 5(q − 1) + 1.r` m ≥ 5(q − 1) + 2 ≥ 7. KF6 2, L a4 − a0 > m, a5 − a1 > m. `%[ 1 ≤ h < 4, g/ ah − a0 ≤ m, ( ah+1 − a0 > m. W h = 1, ℄ a2 − a0 > m, a5 − a2 ≤ 5q − (m + 1) ≤ 2, Q
a5 − a2 ≥ 3 )I�"K h ≥ 2, m h = 2 i 3.�� 1 h = 2.!d a3−a0 > m, a5−a3 ≤ 5q−(m+1) ≤ 2,_8�L a5−a3 = 2,m a5 = a4+1 = a3+2 =

5q, a3 = m+1, m = 5(q−1)+2, a4 = m+2. ( a5−a1 > m,x> a1 ≤ a5−(m+1) ≤ 2, a0 ≤ 1.

(1) ) a0 = 1 d�L a1 = 2. !dL a0a3, a1a3, a1a4 ∈ E(H), "K a1a2, a2a3 /∈ E(H), m
a2 − a1 ≤ 2, a3 − a2 ≤ 2. ( a3 − a1 = m − 1, ℄L m − 1 ≤ 4, m m ≤ 5, )I� (2) �` a0 = 0. W a1 = 2, ℄ a1a3, a1a4 ∈ E(H), 4* a1a2 /∈ E(H), m a2 − a1 ≤ 2. !d�L
a2a3, a2a4 ∈ E(H), m a1, a2, a3, a4 +�;U 4- J�)I�℄jL a1 = 1, "K a1a3 ∈ E(H).4*L a2a3 /∈ E(H) i a1a2 /∈ E(H), m a3 − a2 ≤ 2 i a2 − a1 ≤ 2. [C;HÆ��L
m − 1 ≤ a2 ≤ m, x>L a1a2, a0a2, a2a5 ∈ E(H), m a0, a1, a2, a5 \�;U K1,3, )I�[h;HÆ��L 2 ≤ a2 ≤ 3, ℄ a2a3, a2a4 ∈ E(H), �FL a0a2 ∈ E(H)(!d a2 = 3) "K
�)I�i^ a2 = 2, a1a3 ∈ E(H), !d H n
�1 5(q − 1) 8 3, 4, · · · , m BP q − 1 qY�KF6 1 +YBP+
 u(≥ 3), u + 1, u + 2, u + 3, u + 4 1�U8�"K m + 4 j6P α Y�(zQ a3 #��4*Q a1, a2, a3 \�;U K1,3, )I��� 2 h = 3.mL a3−a0 ≤ m, a4−a0 > m, "K a0a3 ∈ E(H). ℄ a3a4 /∈ E(H) i^ a3a5 /∈ E(H), MF
 a3 ≥ 3, a5−a3 ≤ m,x>�L a3a4 /∈ E(H),m a4−a3 ≤ 2. 4*Lm+1 ≤ a4−a0 ≤ m+2.

(1) W a4 − a0 = m + 2, ℄ a0 = 0, a4 = m + 2, a5 = m + 3, m = 5(q − 1) + 2, a3 ≤ m.M a3 ≥ a4 − 2 = m, ℄ a3 = m, x> a3a5 ∈ E(H), "K a1a3, a2a3 /∈ E(H), m a3 − a1 = 2,

a3 = a2 + 1 = a1 + 2, �m a1 = m − 2, a2 = m − 1, ℄ a0a1, a0a2, a0a3 ∈ E(H), )I�
(2) W a4 − a0 = m + 1, ℄ a0 = 0 i 1. (2.1) ) a0 = 0 d� a4 = m + 1, a3 ≥ m − 1, W

a3a5 /∈ E(H), ℄ a3 = m, a5 = m + 2, F a2a5 ∈ E(H). MK a0a3 ∈ E(H) �f a1a3 /∈ E(H)i a2a3 /∈ E(H), "K�L a2a3 /∈ E(H), m a3 − a2 ≤ 2, a2 ≥ a3 − 2 = m− 2, ℄ a0a2 ∈ E(H).x> a0a1 /∈ E(H), m a1 − a0 ≤ 2, "K a1a2, a1a3, a1a4 ∈ E(H), )I� (2.2) ) a0 = 1 d�
a4 = m + 2, a5 = m + 3, m = 5(q − 1) + 2, a3 ≥ m. ( a3 − a0 ≤ m, ℄ a3 = m i m + 1.F
 a0a3 ∈ E(H), x> a0a1 /∈ E(H) i a0a2 /∈ E(H). M a5 − a1 > m, ℄L a1 ≤ 2, "K
a1 = 2, a1a3 ∈ E(H). 4* a2a3 /∈ E(H), m a3 − a2 ≤ 2, �m m ≥ a2 ≥ a3 − 2 ≥ m − 2, "



5 = }�#6	at��� G(Dm,k,2) 29!.DD 525KL a2a5, a0a2 ∈ E(H), FKN m ≥ 5(q − 1) + 2 ≥ 7, a2 ≥ m − 2 ≥ 5, ℄L a1a2 ∈ E(H),

a0, a1, a2, a5 +�;U K1,3, )I�x>�L m = 5(q − 1) + 1, mF6 3 ����# 4 a2 ≤ 2 F a4 ≥ 5(q − 1) + 4, m a0 = 0, a1 = 1, a2 = 2, a4 = 5q − 1, a5 = 5q.�,d. a2 ≤ 2.n�d. a2 − a0 = 2. rW a2 − a0 ≥ 3, �d a0a2 ∈ E(H), m a2 − a0 ≤ m. Q℄
a2 − a0 ≥ m + 1, ℄ a0 = 0, a2 = m + 1, a3 = m + 2, a4 = m + 3, a5 = m + 4, a2a5 ∈ E(H). W
1 ≤ a1 ≤ m− 2, ℄ a1a2 ∈ E(H), H n
P1<8 1, · · · , a1 − 1, a1 + 1, · · · , m P q − 1 qY�+YBP+
 u(≥ 1), u + 1, u + 2, u + 3, u + 4 1�U8�"K m + 5 j6P α Y�( m + 5Q a2 #��"KQ a1, a2, a5 \�;U K1,3, )I�W m − 1 ≤ a1 ≤ m, ℄ a0a1 ∈ E(H), Hn
P1<8 1, · · · , a1 − 1, a1 + 1, · · · , m P q − 1 qY�+YBP+
 u(≥ 1), u + 1, u + 2,

u + 3, u + 4 1�U8�"K m + 5 j6P α Y�( m + 5 Q a1, a2, a3 A#��)I�℄jL a2 − a0 ≤ m, "K a0a2 ∈ E(H). 4* a2 kJQ a1, a3, a4, a5 n1;U#��
(1) W a1a2 ∈ E(H), ℄ a2 − a1 ≥ 3, a2 ≥ 4 F a2a3, a2a4, a2a5 /∈ E(H), "K a4 − a2 = 2,

a5 − a2 ≥ m + 1, 4* a5 ≥ a2 + m + 1 ≥ m + 5, )I�
(2) W a2a3 ∈ E(H), ℄ a3 − a2 > 3 F a2a4, a2a5 /∈ E(H), "K a4 − a2 ≥ m + 1, (

a2 ≥ 3, ℄ a4 ≥ m + 4, K_j��61�
(3) ` a2a4 ∈ E(H), ℄ a5 − a2 ≥ m + 1, a2 = 3, a5 = m + 4, a4 ≥ 6, a3 ≤ 5. W

a3a4 /∈ E(H), ℄ a4 ≤ 7, ( a4 ≥ m + 1 ≥ 7, ℄ a4 = 7, a3 = 5. !d�L a1a3, a1a4 ∈ E(H),

m = 6, a5 − a4 = 3, a4a5 ∈ E(H). 4* a4 Q a2, a1, a5 A#��"K\�;U K1,3, )I�W a3a4 ∈ E(H), ℄ a1a4, a4a5 /∈ E(H), "K a4 − a1 ≥ m + 1, a4 ≥ m + 2. M a3 − a2 ≤ 2, ℄
a3 ≤ 5, a0a3 ∈ E(H), 4* a1a3 /∈ E(H), m a3 − a1 = 2, "K a1 = 2, a3 = 4, a3a5 ∈ E(H), ℄
a0, a3, a4, a5 +�;U K1,3, )I�

(4) W a2a5 ∈ E(H), ℄ a4 − a2 = 2, F a2 − a1 ≤ 2. KN a4 − a0 ≥ m + 1, x>
a2 − a0 = a4 − a0 − (a4 − a2) ≥ m − 1. MF
 a2 − a0 ≤ m, x> a2 − a0 = m − 1 i m,

a1 − a0 ≥ a2 − a0 − 2 ≥ m − 3. M a5 − a1 ≥ m + 1, ℄ a1 ≤ 3. "K m = 6, a1 = 3, a5 =

10, a2 − a0 ≥ 5. M a2 − a1 ≤ 2, ℄ a2 = 5, a0 = 0, a3 = 6, 4* a0a1, a0a2, a0a3 ∈ E(H), )I�
(5) W a2 Q a1, a3, a4, a5 A�#��℄ a2 − a1 ≤ 2, a4 − a2 = 2, a5 − a2 ≥ m + 1, 4*

a5 = m + 4, a2 = 3, a0 = 0, a4 = 5, _Q a4 ≥ m + 1 #)I�℄�L a2 − a0 ≤ 2, m a2 − a0 = 2.Zd a0 = 0. Q℄�W a0 ≥ 1, a1 ≥ 2, ℄KN a5 − a1 > m, a1 ≤ 3. ) a1 = 3 d� a2 = 4,

a0 = 2, a5 = m + 4, a4 = m + 3, 4* a0a3, a1a4, a2a4, a2a5 ∈ E(H), ℄ a3a4, a2a3 /∈ E(H),m a3 − a2 ≤ 2, a4 − a3 ≤ 2, 4* a4 − a2 ≤ 4, ( a4 − a2 = m − 1 > 4, )I�"KjL
a1 = 2, a2 = 3, a0 = 1, a4 ≥ m + 2, a2a4 ∈ E(H), ℄L a2a3 /∈ E(H) i^ a3a4 /∈ E(H).W
C^�℄ a3 − a2 ≤ 2, m 4 ≤ a3 ≤ 5, 4* a0a3, a3a4, a3a5 ∈ E(H), )I�W
h^�℄ a4 − a3 ≤ 2, m m ≤ a3 ≤ m + 2, 4* a1a3, a2a3 ∈ E(H), "K a0a3, a3a4, a3a5 /∈ E(H).℄L a3 = m + 2, a4 = m + 3, a5 = m + 4, a2a4 ∈ E(H). !d H n
�1 5(q − 1) U8
0, 4, 5, · · · , m + 1 = 5(q − 1)+ 2 P q − 1 qY�+YBP�U8�W 0 < h1 < h2 < h3 < m + 1PY β, ℄ h1 Q m + 1 #��F?P+YBP+
 u(≥ 4), u + 1, u + 2, u + 3, u + 4 1�U
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 4 R t 4 26 �8�"K m+6, m+7 �P β Y�(z,Q h1, m+1 +�;U K1,3, )I�U_ 0 Q m+1 ��Y�℄\-1 5(q − 1) U8n+YBP�21�U8�K_j��61�"K�L a0 = 0.}KL a1 = 1, a2 = 2.!dW a4 ≤ m + 2, ℄ a2a4 ∈ E(H), ℄L a2a3 /∈ E(H) i a3a4 /∈ E(H). W
C^�℄ a3 − a2 ≤ 2, x>L a0a3, a3a4 ∈ E(H), 4* a1a4, a3a5 /∈ E(H), m a5 = m + 4, a3 = 3,

a4 = m + 2. H n
P1 5(q − 1) U8 4, 5, · · · , m + 1, m + 3 P q − 1 qY�KF6 1 f+YBP�21�U8�K_j��61�W
h^�℄ a4 − a3 ≤ 2, K m + 1 ≤ a4 ≤ m + 2, ℄
m− 1 ≤ a3 ≤ m + 1. W a3 ≤ m, ℄ a3 Q a0, a1, a2 A#��)I�℄ a3 = m + 1, "K a1a3,

a2a3 ∈ E(H) . 4* a3a4, a3a5 /∈ E(H), m a4 = m + 2, a5 = m + 3. H n
�1 5(q − 1) U8 3, 4, · · · , m, m + 4 P q − 1 qY�+YBP�U8�F 3 < h1 < h2 < h3 < m + 4 PY β��?P+YBP�U�28��O h1, h2, h3 AQ m +4 #� (F
 4 ≤ h1 < h2 < h3 ≤ m),)I�"K�L a4 = m + 3, a5 = m + 4.℄F6 4 ����# 5 a3 = 3 i a3 = m + 2.rW 3 < a3 < m + 2, ℄ a3a5 ∈ E(H), 4* a2a3 /∈ E(H) i a3a4 /∈ E(H). W
C^�m a3 − a2 ≤ 2, ℄ a3a4, a0a3 ∈ E(H), ℄ a0, a3, a4, a5 \�;U K1,3, )I�W
h^�m
a4 − a3 ≤ 2, ℄ a3 ≥ m + 1, 4*L a3 = m + 1, "K a1a3, a2a3 ∈ E(H), ℄ a1, a2, a3, a5 +�;U K1,3, )I�x>F6 5 ����O` a3 = 3, ℄ H n
�1 5(q − 1) U8 4, · · · , m + 2 [P q − 1 qY�+YBP�21�U8�4* m + 7, m + 8 j6P α Y�(z,Q a4, a5 \�;U 4- J�)I�y\xr��,d.� vla(G(Dm,1,2)) ≥ ⌈m

5 ⌉ + 1."KL vla(G(Dm,1,2)) = ⌈m
5 ⌉ + 1. d���-{%K Dm,2,2 = {1, 2, · · · , m}\{2, 4} �>1`s��� G(Dm,2,2) 18 -CC��O) m ≤ 7 d�Dm,2,2 n 2 1
s��`;U�!d�W8s8P 0 Y�As8P 1 Y�℄/, G(Dm,2,2) 1;U!PY�M!d�naJ�℄L vla(Dm,2,2) = 2. >�` m ≥ 8, L�-1w%��� 2.2 GNRA1 m ≥ 8, L
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+ 1, W m = 10l + j, 2 ≤ j ≤ 4,
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+ 1
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, ?z.6 �d�x�md vla(G(Dm,2,2)) ≥ ⌈m+1
5 ⌉+ 1. n�d.) m = 5q, q ≥ 2 d�w%���JMdL�rW vla(G(Dm,2,2)) ≤ ⌈m+1

5 ⌉ = q + 1 = n , ℄ G(Dm,2,2) L! n- vY�4*K<8j 0, 1, 2, · · · , 5n +�1x� H :L n- vY�( V (H) = 5n + 1, ℄ H nk^L U8�`
 (0 ≤)a0 < a1 < a2 < a3 < a4 < a5 ≤ m + 5, P�Y α.�# 1 min{a4 − a0, a5 − a1} > m.Q℄�r` a4 − a0 ≤ m, �d a4 = a3 + 2 = a2 + 4 = a1 + 6 = a0 + 8. W a1 − a0 6= 2,℄i^ a0a1 ∈ E(H) i^ a1 − a0 = 4. (1) W a0a1 ∈ E(H), ℄ a0 kJQ a2, a3, a4 n;U#



5 = }�#6	at��� G(Dm,k,2) 29!.DD 527��) a0a2 ∈ E(H) d� a4 − a0 = 4, a3 − a0 = 2, )I�) a0a3 ∈ E(H) d� a2 − a0 = 2,

a4 − a0 = 4, m a4 = a3 + 1 = a2 + 2 = a1 + 3 = a0 + 4, ℄L a0a1, a1a2, a1a4 ∈ E(H), "K a0, a1, a2, a4 \�;U K1,3, )I�) a0a4 ∈ E(H) d� a2 − a0 = 2, a3 − a0 = 4, 4*
a0a1, a1a2, a1a3 ∈ E(H), )I� (2) W a1 − a0 = 4, ℄ a0a2, a0a3, a0a4 ∈ E(H), �
�)I�"K�L a1 − a0 = 2. ���d a2 − a1 = a3 − a2 = a4 − a3 = 2.4* a0a3, a0a4, a1a4 ∈ E(H), ℄L a4a5 /∈ E(H), m a5 − a4 ∈ {2, 4}, "K a0a5 ∈ E(H)i^ a1a5, a3a5 ∈ E(H), �m a0, a3, a4, a5 +�;U K1,3, i^ a0, a3, a5, a1, a4 +�;U 5-J�A
�)I�"K�L a4 − a0 > m.�� a5 − a1 > m. ℄F6 1 ���KF6 1 �/�[ G(Dm,2,2) 1!vYn�W u, u + 2, u + 4, u + 6, u + 8 PY β, ℄xL(z min{|v − u|, |v − (u + 8)|} ≤ m 14&8 v A�6P β Y��-Y� ai (0 ≤ i ≤ 5) 1#G�lPHÆ
�)I��� 1 a2 − a0 = 2.!dL a0a1, a1a2 ∈ E(H), ℄ a1a3 /∈ E(H), m a3 − a1 = 2 i 4, i a3 − a1 > m. (1) `
a3 − a1 = 2 i 4, ℄ a0a3, a2a3 ∈ E(H), 4* a0, a1, a2, a3 \�;U 4- J�)I� (2) `
a3 − a1 ≥ m + 1, ℄ a3 ≥ m + 2, (j a3 ≤ m + 3, ℄ a3 = m + 2 i m + 3. (2.1) W a3 = m + 2,℄ a1 = 1, a0 = 0, a2 = 2, x> a2a3 ∈ E(H), ℄ a4, a5 nkJL;UQ a3 #��4*
a4 = m + 4 i a5 = m + 4. W
C^�℄ a5 = m + 5 F a3a5 ∈ E(H). !d H n
�1 5q U8 3, 4, · · · , m+1, m+3 P q qY�+YBP+
 u(≥ 3), u+2, u+4, u+6, u+8 1�U8�4* m+8 �P α Y�(zQ a3, a5 A#��"K a3, a5, m+8 +�;U 3- J�)I�W
h^�℄ a4 = m+3, a5 = m+4, H n
�1 5q U8 3, 4, · · · , m+1, m+5 P q qY�+YBP�U8�4* m+5 �
 3 i 4 �Y (Q℄+Y�P+
 u(≥ 3), u+2, u+4, u+6, u+8 1�U8�(Q m + 5 �Y1_q�*1�U8�%[).�O` 3 < g1 < g2 < g3 < m + 5 P�Y
β, ℄?P1+YBP+
 u(≥ 4), u+2, u+4, u+6, u+81�U8�4* m+6, m+7, m+8�P β Y�(z,Q m + 5 +�;U 4- J�)I� (2.2) W a3 = m + 3, ℄ a4 = m + 4,

a5 = m + 5, a1 = 1 i 2, �%3qHÆQ\��A�
�)I��� 2 a2 − a0 = 3.!dL a0a2 ∈ E(H), F a0a1 ∈ E(H) i a1a2 ∈ E(H).

(1) ` a0a1 ∈ E(H), ℄ a2 − a1 = 2, 4* a3, a4, a5 A�6Q a0 #��℄ a3 − a0 = 4i a3 − a0 ≥ m + 1. W a3 − a0 = 4, ℄ a1a3, a2a3 ∈ E(H), ℄ a0, a1, a2, a3 +�;U 4- J�)I�W a3 − a0 ≥ m + 1, ℄�L a3 − a1 > m (Q℄� a3 − a1 ≤ m, ℄ a1a3, a2a3 ∈ E(H),SL a0, a1, a2, a3 +�;U 4- J�)I), m a3 ≥ m + 2, M a3 ≤ m + 3, ℄ a3 = m + 2 i
m + 3. !dL a3 − a1 = m + 1 i m + 2. (1.1) ` a3 − a1 = m + 1, ℄ a2a3, a0a2 ∈ E(H), "K a2a4 /∈ E(H), ℄L a2 = 3, a4 = m + 4, a5 = m + 5, a1 = 1, a0 = 0, a3 = m + 2. 4* H n
P1 5q U8 2, 4, · · · , m + 1, m + 3 P q qY�+YBP�U8�F ;Y β ��?P+qYBP+
 u(≥ 2), u + 2, u + 4, u + 6, u + 8 1�U8�"K8 m + 6, m + 7, m + 8, m + 9�P β Y�(z,+�;U 4- J�)I� (1.2) ` a3 − a1 = m + 2, ℄ a3 = m + 3, a1 = 1,

a0 = 0, a2 = 3, a4 = m + 4, a5 = m + 5, H n
P1 5q U8 2, 4, · · · , m + 2 P q qY�+YBP+
 u(≥ 2), u + 2, u + 4, u + 6, u + 8 18�4* m + 6 �P α Y�(zQ a3 #��"
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 4 R t 4 26 �K a2, a3, a4 Q m + 6 +�;U K1,3, )I�
(2) ` a1a2 ∈ E(H), ℄ a1 − a0 = 2, a2 Q a3, a4, a5 A�#��F
 a2 ≥ 3, a3 − a2 ≤ m,x> a3 − a2 = 2 i 4, "K a0a3, a1a3 ∈ E(H), ℄ a0, a2, a1, a3 +�;U 4- J�)I��� 3 a2 − a0 = 4.!d9* a0a1, a1a2 ∈ E(H), 9* a0a1, a1a2 /∈ E(H).

(1) ` a0a1, a1a2 ∈ E(H), ℄ a1 − a0 = 1 i 3, F a3, a4, a5 AQ a1 �#��4*
a3 − a1 > m (Q℄� a3 − a1 = 2 i 4, ℄ a0a3, a2a3 ∈ E(H), a0, a1, a2, a3 +�;U 4- J�)I). M a3 ≤ m + 3, x> a1 − a0 = 1, a3 − a1 = m + 1 i m + 2. (1.1) ` a3 − a1 = m + 2,℄ a1 = 1, a3 = m + 3, a0 = 0, a2 = 4, a4 = m + 4, a5 = m + 5, 4* a2a4, a2a3 ∈ E(H), ℄
a1, a2, a3, a4 \�;U K1,3, )I� (1.2) ` a3 − a1 = m + 1, ℄ a1 = 1 i 2. ) a1 = 1 d�
a0 = 0, a2 = 4, a3 = m + 2, a4 = m + 3 i m + 4, 4* a1, a2, a3, a4 \�;U K1,3, )I�)
a1 = 2 d� a0 = 1, a2 = 5, a3 = m + 3, a4 = m + 4, a5 = m + 5, 4* a2 Q a1, a3, a4, a5 A#���
�)I�

(2) ` a0a1, a1a2 /∈ E(H), m a2 − a1 = a1 − a0 = 2. �d a3 − a2 /∈ {2, 4}. Q℄�r` a3 − a2 ∈ {2, 4}. W a3 − a2 = 2, ℄K a4 − a0 ≥ m + 1 / a4 − a3 ≥ m + 1 − 6 ≥ 5, x>
a0a3, a3a4 ∈ E(H), "K a3a5 /∈ E(H), m a5 − a3 ≥ m + 1, a5 ≥ a3 + m + 1 ≥ m + 7, )I�W
a3 − a2 = 4, ℄ a0a3 ∈ E(H) F a4 − a3 ≥ m + 1− 8 ≥ 3, ℄L a3a4 ∈ E(H) i a4 − a3 = 4. )
a3a4 ∈ E(H) d�Q\���/)I�) a4−a3 = 4 d�L a1a3, a3a5 ∈ E(H), ℄ a0, a3, a1, a5\�;U K1,3, )I�x>�L a3 − a2 6= 2 i 4, m a2a3 ∈ E(H).W a2a5 ∈ E(H), ℄ a2a4 /∈ E(H), m a4 − a2 = 2 i 4, "K a4 − a0 ≤ 8 < m, )I�℄�L a2a5 /∈ E(H), m a5 − a2 ≥ m + 1, "K a2 = 4, a5 = m + 5, a1 = 2, a0 = 0. !d
a2a4 ∈ E(H), x> a3a4 /∈ E(H), m a4 − a3 = 2 i 4. "KL a3 ≤ a4 − 2 ≤ m + 2.!d�L a1a3 ∈ E(H), 4* a0, a4, a5 AQ a3 �#��x>L a5 − a4 = a4 − a3 = 2 F
a3 − a0 ≥ m + 1. MF
 a5 ≤ m + 5, x> a3 ≤ m + 1, ℄ a3 = m + 1, a4 = m + 3, a5 = m + 5,

a1a3, a2a3, a2a4 ∈ E(H). !d H n
P1 5q U8 1, 3, 5, 6, · · · , m, m+2, m+4[P q qY�+YBP�U8� (2.1) W 1 < g1 < g2 < g3 < m + 2 P β Y�℄ 3 < h1 < h2 < h3 < m + 4 P γY (Q℄�α, β Yg�1?P+;q7YAP+
 u(≥ 3), u+2, u+4, u+6, u+81�U8�KQ m+4�Y1_81�U8j�%[1), K?P+YBP+
 u(≥ 6), u+2, u+4, u+6, u+81�U8�4*K g1, h1 ≥ 5 �f g1, g2, g3 nk^L;8Q m + 2 #�� h1, h2, h3 nk^L�8Q m + 4 #��x> m + 7, m + 9 AP β Y�(z,AQ m + 2 #��"K�Y8+�;U K1,3, )I� (2.2) W 1 < l1 < l2 < l3 < m + 4 P�Y β, ℄?P+YBP+

u(≥ 3), u + 2, u + 4, u + 6, u + 8 1�U8�4* m + 7, m + 9, m + 10 nk^L;UP α Y�(?nR;8AQ a1, a2, a3 +�;U K1,3, )I� (2.3) W 3 < h1 < h2 < h3 < m + 4 P�Y�℄K (2.1) f 1 Q m + 2 ��Y�4*KF6 1 1d.�f�Q 1 �Y1�U8�>j
1, 3, 5, 7, 9, )I� (2.4) W 1 Q m + 2, m + 4 ��YF 3 Q m + 4 ��Y�℄+YBP+

u(≥ 1), u + 2, u + 4, u + 6, u + 8 1�U8�4* m + 6 j6P α Y�(zQ a1, a2, a3 +�;U K1,3, :
�)I��� 4 a2 − a0 ≥ 5.

(1) ) a2 − a0 ≤ m d�L a0a2 ∈ E(H), x> a3, a4, a5 nkJL;UQ a2 #�� (1.1)) a3, a4, a5 A�Q a2 #�d�a5−a2 ≥ m+1, a5 ≥ m+6, )I� (1.2)) a2a3 ∈ E(H) d�
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a2a4, a2a5, a0a3 /∈ E(H), x> a3 − a0 ≥ m + 1. ( a5 − a2 ≤ m, ℄ a4 − a2 = 2, a5 − a2 = 4,"K a3a4, a3a5 ∈ E(H), 4* a2, a3, a4, a5 \�;U K1,3, )I� (1.3) ) a2a4 ∈ E(H) d�
a3 − a2 = 2, a5 − a2 = 4, x> a4 = a3 + 1, a3a4, a4a5 ∈ E(H), ℄ a2, a3, a4, a5 \�;U K1,3,)I� (1.4) ) a2a5 ∈ E(H) d� a2a3, a2a4 /∈ E(H), m a3 − a2 = a4 − a3 = 2, !d�L
a1a2 /∈ E(H), x> a2 − a1 = 2 i 4, ℄ a1a4 ∈ E(H). W a2 − a1 = 4, ℄ a1a3 ∈ E(H), x> a0a1 /∈ E(H), m a1 − a0 = 2 i 4, ( a5 − a1 ≥ m + 1, ℄) a1 − a0 = 4 d� a0 = 0,

a1 = 4, a2 = 8, a3 = 10, a5 = m + 5, a0a3, a1a3, a3a5 ∈ E(H), )I�) a1 − a0 = 2 d�
a0a4, a0a2, a0a3 ∈ E(H), )I�W a2 − a1 = 2, ℄ a1a4 ∈ E(H), M a4 − a0 > m ≥ 10, x>
a1 − a0 ≥ 5, "K a0a1, a1a5 ∈ E(H), ℄ a0, a1, a4, a5 \�;U K1,3, �
�)I�

(2) ) a2 − a0 > m d�F
 a2 ≤ m + 2, ℄ a2 − a0 ≤ m + 2, "K a2 − a0 = m + 1 i
m + 2. W a2 − a0 = m + 2, ℄ a0 = 0, a2 = m + 2, a3 = m + 3, a4 = m + 4, a5 = m + 5,

a2, a3, a4, a5 +�;U 4- J�)I�W a2 − a0 = m + 1, ℄K\-1{%f a2 = m + 1 (Q℄� a2, a3, a4, a5 
�21vU8�℄z,+�;U 4- J�)I), "K a0 = 0, a5 = m + 5,

a1 ≤ 4 (Q℄� a1 > 4, ℄ a0a1 ∈ E(H), F a1 k^Q a2, a3, a4, a5 n1�U#��)I), x> a1a2 ∈ E(H), F a2a3 ∈ E(H) i a2a4 ∈ E(H). W
C^�℄ a4 − a2 = 2, a3 = m + 2,

a4 = m + 3, "K a2a3, a3a4, a3a5 ∈ E(H), )I�W
h^�℄ a3 − a2 = 2, a3 = m + 3,

a4 = m + 4, a5 = m + 5, 4* a3a4, a2a4, a4a5 ∈ E(H), �8
�)I�y\xr�)m = 5q ≥ 10d��,d.� vla(G(Dm,2,2)) ≥ ⌈m+1
5 ⌉+1. )m = 5q+j ≥ 10F 0 < j < 5 d�KN Dm,2,2 ⊇ D5q,2,2, x> vla(G(Dm,2,2)) ≥ vla(G(D5q,2,2)) ≥ ⌈ 5q+1

5 ⌉+1 =

⌈m+1
5 ⌉ + 1. "K) m ≥10 d�:L vla(G(Dm,2,2)) ≥ ⌈m+1

5 ⌉ + 1 ���) 8 ≤ m ≤ 9 d��d vla(G(Dm,2,2)) ≥ ⌈m+1
5 ⌉+ 1 = 3. Q℄�`L vla(G(D8,2,2)) ≤ 2,℄� G(D8,2,2) nL;U! 2- PY f . � H1 
K<8xj {0, 1, · · · , 10} +�1x��℄ f :j H1 1;U!PY�KN |V (H1)| = 11, ℄ H1 nk^L U8 0 ≤ a0 < a1 <

· · · < a5 ≤ 10 P�Y α. 4*F6 1 SO���mL a4 − a0 > 8, a5 − a1 > 8, "KL
a0 = 0, a1 = 1, a4 = 9, a5 = 10. 4* a0a1, a1a4, a4a5 ∈ E(H1), ℄L a1a2, a1a3 /∈ E(H1),mL a2 = 3, a3 = 5, "K a2a4, a2a5 ∈ E(H1), ℄ a2, a4, a5 +�;U 3- J�)I�x>L
vla(G(D9,2,2)) ≥ vla(G(D8,2,2)) ≥ 3 = ⌈ 8+1

5 ⌉ + 1 = ⌈ 9+1
5 ⌉ + 1, �m) 8 ≤ m ≤ 9 d�x:���|h�d.\x�) m = 10q + j, 5 ≤ j ≤ 10 d�� f(10l + i) = f(10l + i + 2) =

f(10l + i + 4) = f(10l + i + 6) = f(10l + i + 8) = i + 2l, ?n i = 0, 1, 0 ≤ l ≤ ⌈m
10⌉ = n, K?P18As<7},vY�m f(10(n + 1)t + u) = f(u) GRA1 t ∈ Z, 0 ≤ u < 10(n + 1)���4* f 
!vY�"K vla(G(Dm,2,2)) ≤ 2(⌈m

10⌉ + 1). ) m = 10q + j, 2 ≤ j ≤ 4 d�� f(10l + i) = f(10l + i + 2) = f(10l + i + 4) = f(10l + i + 6) = f(10l + i + 8) = i + 2l, ?n i = 0, 1, 0 ≤ l ≤ ⌈m
10⌉ − 1 = n − 1, f(10n) = f(10n + 1) = f(10n + 2) = 2n, K?P18As<7},vY�4* f 
!vY�℄ vla(G(Dm,2,2)) ≤ 2⌈m

10⌉ + 1. ) m = 10q + 1 d�� f(10l + i) = f(10l + i + 2) = f(10l + i + 4) = f(10l + i + 6) = f(10l + i + 8) = i + 2l, ?n i = 0, 1, 0 ≤ l ≤ ⌈m
10⌉ − 1 = n − 1, K?P18As<7},vY�4* f 
!vY�℄

vla(G(Dm,2,2)) ≤ 2⌈m
10⌉. d���� 2.3 ) m = 10q(q ≥ 1) d�L vla(G(Dm,2,2)) = ⌈m

5 ⌉ + 2 �) m = 10q + 1 d�L
vla(G(Dm,2,2)) = ⌈m

5 ⌉ + 1.
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(1) GNRA��j D, L vla(G(D)) ≤ min{nvla(G(Dn)) : n ∈ N, |Dn| < ∞}, ?n
Dn = {d ∈ D : n|d};

(2) ` D = {m + 1, m + 2, · · · , m + k}, ℄) m = 0 d�L G(D) = ⌈k+1
2 ⌉; ) m ≥ 1 d�L vla(G(D)) ≤ ⌈m+k

m+3 ⌉ + 1.) 3k − 3 ≤ m < 4k d� G(Dm,k,2) n k 1
skJL;U�℄KG� 2.4 �/
vla(G(Dm,k,2)) ≤ k. W� X0 = {0, k, 2k}, X1 = {1, k + 1, 2k + 1}, · · · , Xk−3 = {k − 3, 2k −

3, 3k− 3}, Xk−2 = {k− 2, 2k− 2}, Xk−1 = {k− 1, 2k− 1}, ℄<8j X0 ∪X1 ∪ · · · ∪Xk−1 18+�x�j;U k- ��K� K(3, 3, · · · , 3, 2, 2), F
?nRAvU8A+�;UJi^;U
K1,3 , "K?8 -CCj k, ℄ vla(G(Dm,k,2)) ≥ k, m vla(G(Dm,k,2)) = k. ) 4k ≤ m < 5kd�KG� 2.4 �OL k ≤ vla(G(Dm,k,2)) ≤ 2k. ) m ≥ 5k dL�-1w%��� 2.5 GN m ≥ 5k, L ⌈m+k+2

5 ⌉ ≤ vla(G(Dm,k,2)) ≤ ⌈m+4k+1
5k

⌉k.6 �d.\x�) m = 5kl + j, 0 < j < k d�GN 0 ≤ t ≤ l, 0 ≤ u < k, �
f(5kt + u) = f(5kt + u + k) = f(5kt + u + 2k) = f(5kt + u + 3k) = f(5kt + u + 4k) = tk + u,?P18As<7},vY�mGNRA1`s n, � f(5k(l + 1) + n) = f(n), ℄ f j;U!vY�"K vla(G(Dm,k,2)) ≤ ⌈m

5k
⌉k = ⌈m+4k+1

5k
⌉k. ) m = 5kl + j, k ≤ j ≤ 5k d�GN 0 ≤ t ≤ l + 1, 0 ≤ u < k, � f(5kt + u) = f(5kt + u + k) = f(5kt + u + 2k) =

f(5kt + u + 3k) = f(5kt + u + 4k) = tk + u, ?P18As<7},vY�℄ f j;U!vY�"KL vla(G(Dm,k,2)) ≤ (⌈m
5k
⌉ + 1)k = ⌈m+4k+1

5k
⌉k.�-�d.�x�rW vla(G(Dm,k,2)) ≤ ⌈m+k+2

5 ⌉−1 = ⌈m+k−3
5 ⌉ = n, 4* G(Dm,k,2)L! n-vY�"KK<8j 0, 1, 2, · · · , m+k+1+�1x�H L! n-vY�M |V (H)| = m+k+2,℄ H nk^L U8P�Y�` (0 ≤)a0 < a1 < a2 < a3 < a4 < a5(≤ m + k + 1) P�Y α.�# 1 ai+2 − ai ≥ k, i = 0, 1, 2, 3, "K max{a3 − a0, a5 − a2} ≤ m + 1.Q℄�WL0U i g/ ai+2 − ai < k, 0 ≤ i ≤ 3, ℄ aiai+1, ai+1ai+2, aiai+2 ∈ E(H), m

ai, ai+1, ai+2 +�;U 3- J�)I��# 2 ) a4 − a0 ≤ m d�L a4 = a3 + k = a2 + 2k = a1 + 3k = a0 + 4k.W a1 − a0 6= k, ℄ a0a1 ∈ E(H) i^ a1 − a0 = 2k. W
C^�℄ a1 kJQ a2, a3, a4n1;U#��M!d�O a1 ��6Q a2, a3, a4 A�#��x> a1 BQ a2, a3, a4 n1;U#��W a1a2 ∈ E(H), ℄ a0a2, a1a3, a1a4 /∈ E(H), "K a2 − a0 = k i 2k, a3 − a1 = k,

a4 − a1 = 2k, 4* a2a3, a2a4 ∈ E(H), ℄ a1, a2, a3, a4 +�;U K1,3, )I�W a1a3 ∈ E(H)

, ℄ a2 − a1 = k, a4 − a1 = 2k, "K a0a2, a2a3 ∈ E(H), ℄ a0, a1, a3, a2 \�;U 4- J�)I�W a1a4 ∈ E(H), ℄ a1a2, a1a3 /∈ E(H), m a2 − a1 = a3 − a2 = k, 4* a0a4 ∈ E(H), ℄
a0, a1, a4 +�;U 3- J�)I�"KjLh^�m a1 − a0 = 2k ���4* a2, a3, a4 AQ
a0 #��)I�4*�>L a1 − a0 = k. ���>d/ a2 − a1 = a3 − a2 = a4 − a3 = k, mL
a4 = a3 + k = a2 + 2k = a1 + 3k = a0 + 4k.KF6 2 �O�/�) u, u + k, u + 2k, u + 3k, u + 4k P�Yd�xL(z min{|w −

u|, |w − u − 4k|} ≤ m 18 w A�6Q_&8�Y��# 3 min{a4 − a0, a5 − a1} > m.Q℄�` a4 − a0 ≤ m, ℄KF6 2 �L a4 = a3 + k = a2 + 2k = a1 + 3k = a0 + 4k,℄ a0a4, a1a4, a0a3 ∈ E(H), "K a4a5 /∈ E(H), m a5 − a4 = k i 2k. W a5 − a4 = 2k,



5 = }�#6	at��� G(Dm,k,2) 29!.DD 531℄ a2a5, a1a5, a3a5 ∈ E(H), 4* a1, a2, a3, a5 +�;U K1,3, )I�W a5 − a4 = k, ℄
a0a5 ∈ E(H), a0, a3, a4, a5 +�;UK1,3,)I�x>�L a4−a0 > m. ���d/ a5−a1 > m.mF6 3 ���KF6 3 �f max{a1 − a0, a5 − a4} ≤ k.�-Y� a2, a0 1#G�lPHÆ
�)I��� 1 a2 − a0 = k.!d a0a1, a1a2 ∈ E(H), ℄ a1 Q a3, a4, a5 A�#��x> a3 − a1 = k i 2k, i^
a3 − a1 > m. W a3 − a1 = k i 2k, ℄ a2a3, a0a3 ∈ E(H), ℄ a0, a1, a2, a3 +�;U 4- J�)I�W a3 − a1 > m, ℄ a5 − a3 < k, QF6 1 )I��� 2 a2 − a0 > k.F
 a5 − a3 ≥ k, x> a5 − a2 ≥ k + 1, ℄ a2 − a0 ≤ m.

(1) W a2 − a0 6= 2k, ℄ a0a2 ∈ E(H), 4* a0a1 /∈ E(H) i^ a1a2 /∈ E(H). )
a0a1 /∈ E(H) d�L a1 − a0 = k(F
 a5 − a1 > m). !d�W a1a2 /∈ E(H), mL a2 − a1 = 2k,℄KF6 3 f a1a4, a2a4 ∈ E(H), "K a3a4, a4a5 /∈ E(H), m a4 − a3 = k i 2k, a5 − a4 = k,4* a2a5 ∈ E(H), ℄ a2, a0, a4, a5 +�;U K1,3, )I�W a1a2 ∈ E(H), ℄ a2 Q a3, a4, a5 A�#��(_j��61 (F
 a5−a2 ≤ m). ) a0a1 ∈ E(H)( a1a2 /∈ E(H) d�a2−a1 = ki 2k, F a0a3 /∈ E(H), m a3 − a0 = 2k i^ a3 − a0 ≥ m + 1, 4*L a2a3, a1a3 ∈ E(H) "K
a0, a1, a3, a2 +�;U 4- J�i^L a2a4, a3a4, a4a5 ∈ E(H), A
�)I�

(2) W a2 − a0 = 2k, ℄i^ a0a1, a1a2 ∈ E(H) i^ a0a1, a1a2 /∈ E(H). W
C^�℄ a1 Q a3, a4, a5 A�#��FK a5 − a1 ≥ m + 1, a4 − a0 ≥ m + 1, a5 − a3 ≥ k, �/
a1 ≤ k, a4 − a1 ≥ m + 1, a3 − a1 = 2k, "K a2a3, a3a4, a3a5 ∈ E(H), )I�W
h^�℄
a2 − a1 = a1 − a0 = k. F
 a5 − a3 ≥ k, x> a3 − a0 ≤ m + 1. W a3 − a0 = m + 1, ℄
a0 = 0, a3 = m + 1, a1a3, a2a3 ∈ E(H), "K a3a4, a3a5 /∈ E(H), �>L a5 − a3 = 2k, "K
a5 ≥ m + 2k + 1, )I�℄ a3 − a0 ≤ m, x> a0a3 ∈ E(H), 4* a1, a2 nk^L;UQ a3�#��W a3 − a1 = 2k, ℄ a3a4, a3a5 ∈ E(H), )I�W a3 − a2 = 2k, ℄ a1a3 ∈ E(H), F
a3a4, a3a5 /∈ E(H), "K a4 − a3 = a5 − a4 = k, 4* a4 − a0 = 5k ≤ m, QF6 3 #)I�y\xr��L vla(G(Dm,k,2)) ≥ ⌈m+k+2
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THE VERTEX LINEAR ARBORICITY OF THE INTEGER

DISTANCE GRAPH G(Dm,k,2)

Zuo Liancui

(Center for Combinatorics, Nankai University, Tianjin 300071)

Wu Jianliang

(School of Mathematics and Systems Science, Shandong University, Jinan 250100)

Liu Jiazhuang

(School of Mathematics and Systems Science, Shandong University, Jinan 250100)

Abstract An integer distance graph is a graph G(D) with the set of all integers Z as vertex
set and two vertices u, v ∈ Z are adjacent if and only if |u − v| ∈ D, where the distance set
D is a subset of positive integers. Here the vertex linear arboricity of integer distance graph
G(D) (denoted by vla(G(D))) is studied. Let Dm,k,2 = {1, 2, · · · , m}\{k, 2k} for m ≥ 3k. In
this paper, it is obtained that

vla(G(Dm,1,2)) =
⌈m

5

⌉

+ 1,

⌈m + 1

5

⌉

+ 1 ≤ vla(G(Dm,2,2)) ≤























2
⌈ m

10

⌉

, if m = 10l + 1,

2
⌈ m

10

⌉

+ 1, if m = 10l + j, 2 ≤ j ≤ 4,

2
(⌈ m

10

⌉

+ 1
)

, else.

The exact values of the vertex linear arboricity of G(Dm,2,2) for some special m, and the upper
and lower bounds of the vertex linear aboricity of G(Dm,k,2) for k ≥ 3 are obtained.

Key words Integer distance graph, vertex linear arboricity, path coloring.


